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Resumen
En este documento se definirá la categoria MAP y se verá como una exten-
sión de la categoŕıa TOPB, también se clarificará en MAP el tratamiento de
la homotoṕıa fibrada, fibración fibrada y cofibración fibrada de forma general
y dejando un punto fijo. Además se incluirán las extensiones de los principales
resultados de esos conceptos.
Palabras Claves: Topoloǵıa Fibrada; Categŕıa MAP; Homotoṕıa Fibrada
(punteada); Fibración Fibrada (punteada); Cofibración Fibrada (punteada).
III
Abstract
We study the fibrewise (pointed) homotopy, fibrewise (pointed) fibration and
fibrewise (pointed) cofibration in the category MAP.
Keywords: Fibrewise topology; Category MAP; Fibrewise (pointed) homo-
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El estudio de la topoloǵıa fibrada se centra en la categoŕıa TOPB; donde B
es un espacio fijo, los objetos de TOPB son funciones continuas que llegan
a B y un morfismo de p : E → B en q : F → B es una función continua
 : E → F tal que q ∘  = p. La categoŕıa en la que se basa este estudio, es
la categoŕıa MAP que generaliza a TOPB.
Los objetos de MAP son funciones continuas de un espacio topológico en
otro, para dos objetos p1 : X1 → B1 y p2 : X2 → B2 un morfismo de p1 en











es conmutativo. Se puede notar que esta situación es una generalización de
la categoŕıa TOPB, tomando B1 = B2 = B y  = idB. Aqúı se llamará al
objeto p : X → B un espacio M-fibrado y se denotará (X, p,B). También,
para (X1, p1, B1), (X2, p2, B2) se llamará al morfismo(, ) de p1 a p2 una
función M-fibrada y se denotará por (, ) : (X1, p1, B1)→ (X2, p2, B2).
A lo largo de este trabajo se asumirán todos los espacios como topológicos
y las funciones como continuas, se denotará el espacio [0, 1] con la letra
I y su función identica como id. Además, para cada t ∈ I las funciones
t : X → I ×X y t : B → I × B se definen por
t(x) = (t, x), t(b) = (t, b), (x ∈ X, b ∈ B).
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En este documento se estudiarán los conceptos de la homotoṕıa fibrada, fi-
bración fibrada y cofibración fibrada de forma general y dejando un punto
fijo en la categoŕıa MAP . Los estudios sobre estos conceptos en la categoŕıa
TOPB se pueden encontrar en [6]. Un estudio de estos conceptos en la cat-
egoŕıa MAP se encuentra en [9]. En este trabajo se prueban en detalle los




Para un par de objetos de TOPB, p : E → B, q : F → B y un par de
morfismos fibrados ,  : E → F , una homotoṕıa fibrada de  en  se define
como una función fibrada continua H : I×E → F tal que H0 = , H1 =
. En esta sección se definirá la homotoṕıa M-fibrada que es una extensión
de la homotoṕıa fibrada.
Definición 1.1. Sean (, ), (, ) : (X1, p1, B1) → (X2, p2, B2) morfis-
mos M-fibrados. Una homotoṕıa M-fibrada de (, ) en (, ) es una función
M-fibrada (H, ℎ) : (I ×X1, id× p1, I × B1) → (X2, p2, B2) tal que H0 =
, H1 = , ℎ0 = , ℎ1 = .
Si existe una homotoṕıa M-fibrada de (, ) en (, ) se dirá que (, ) es
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Observación: Para funciones fibradas ,  : X → Y sobre B, la homo-
toṕıa fibrada f : I × X → Y coincide con la homotoṕıa M-fibrada (H, ℎ) :
(I ×X, id× p, I ×B)→ (Y, q, B) tal que H(t, x) = f(t, x) y ℎ(t, b) = b, en-
tonces el concepto de homotoṕıa M-fibrada es una extensión de la homotoṕıa
fibrada.
Ejemplo 1.2. Considérese la acción de los grupos ℤ y ℤ2 sobre los espacios
topológicos ℝ y ℝ2 con la topoloǵıa usual, definida respectivamente por
Φ1 : ℤ× ℝ → ℝ, Φ2 : ℤ
2 × ℝ2 → ℝ2
(a, x) → x+ a ((a, b), (x, y)) → (x+ a, y + b).
Se sabe que ℝ/ℤ ≃ S1 y ℝ2/ℤ2 ≃ T2.
Def́ınase (X1, p1, B1) = (ℝ, 1, S
1), (X2, p2, B2) = (ℝ
2, 2,T
2), donde 1, 2
son las aplicaciones cocientes y (, ), (, ) : (ℝ, 1, S
1) → (ℝ2, 2,T
2)
definidas por
(x) = (x, 0) (x) = (x, 0)
(x) = (x, 1
2
) (x) = (x, 1
2
).
Aqúı x representa la clase de equivalencia. Antes de probar que (, ), (, )
son funciones M-fibradas se verá que  está bien definida. si x ∼ y existe g ∈
ℤ tal que x+ g = y, por lo cual (y) = (y, 0) = (x+ g, 0) = (x, 0) + (g, 0) =
(x, 0) = (x), de forma similar se puede probar que  está bien definida.
(, ), (, ) son funciones M-fibradas ya que







) = (x) = 1(x).
Sea (H, ℎ) : (ℝ× I,  × id1, S
1 × I)→ (ℝ2, 2,T
2) definida por
H : ℝ× I → ℝ2, ℎ : S1 × I → S1 × S1
(x, t) → (x, t
2
) (x, t) → (x, t
2
)
Es claro que H y ℎ son continuas porque sus componentes son continuas,
además se puede probar de forma similar a  que ℎ está bien definida . Por
último se probará que (H, ℎ) es una homotoṕıa M-fibrada
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) = ℎ(1 × id(x, t)).
H0(x) = H(x, 0) = (x, 0) = (x),




ℎ0(x) = H(x, 0) = (x, 0) = (x),




De la definición y ejemplo anteriores surgen 2 preguntas naturales:
1. Sean (, ), (, ) : (X1, p1, B1) → (X2, p2, B2) funciones M-fibradas
tales que  ≃  y  ≃ , con las homotoṕıas respectivas H, ℎ. ¿Es
(H, ℎ) una homotoṕıa M-fibrada?.
Para responder esta pregunta se utilizará el ejemplo anterior cambiando
únicamente la homotoṕıa H por














(x+ 1− t, t
2





donde H0(x) = H(x, 0) = (x + 0,
0
2
) = (x, 0) = (x), H1(x) =
H(x, 1) = (x + 1 − 1, 1
2
) = (x, 1
2
) = (x). Claramente H, ℎ son homo-
topias pero (H, ℎ) no es una homotoṕıa M-fibrada ya que 2H(x, t) ∕=

































) ≁ (x, 1
4
).
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2. Corresponde ahora preguntarse si dadas (, ), (, ) : (X1, p1, B1)→
(X2, p2, B2) funciones M-fibradas tales que  ≃  y  ≃ , con las
homotoṕıas respectivas H, ℎ donde (H, ℎ) no es una homotoṕıa M-
fibrada, ¿existe una homotoṕıa g : (I ×B1) → B2 entre  y  tal que
(H, g) sea una homotoṕıa M-fibrada?
Para que (H, g) sea una homotoṕıa M-fibrada se debe cumplir que
p2H(x, t) = g(p1 × id)(x, t), es decir entre las homotoṕıas de  a 
debeŕıa existir alguna que haga conmutar el diagrama. Esto en general
no ocurre, sea (X1, p1, B1) = (I, p1, 0), donde p1 es la función que llega







(x, 2xy) si 0 ≤ x ≤ 1
2
(x, 2x(1− y) si 1
2
≤ x ≤ 1
H : I × I → I × I
(x, t) → (t, x),






(t, 2ty) si 0 ≤ t ≤ 1
2
(t, 2t(1− y) si 1
2






















33↓ ℎ I × I 0× I
g // I × I
Es claro que de existir g : (I × B1)→ B2 debeŕıa ser un camino y por
la construcción, la imagen de p2H es un triángulo, por lo cual no esxiste
ℎ que haga conmutar el diagrama.
Lema 1.3. La relación ≃M es de equivalencia.
Demostración.
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Reflexividad. Sea (, ) : (X1, p1, B1) → (X2, p2, B2) una función M-
fibrada, una homotoṕıa M-fibrada de (, ) sobre śı mismo es (H, ℎ) :
(I ×X1, id× p1, I ×B1) → (X2, p2, B2) definida por H(t, x) = (x)
y ℎ(t, b) = (b), para cada x ∈ X b ∈ B t ∈ I. Se concluye que
(, ) ≃M (, ).
Simetŕıa. Sean (, ), (, ) : (X1, p1, B1) → (X2, p2, B2) funciones
M-fibradas y sea (H, ℎ) : (I ×X1, id× p1, I ×B1) → (X2, p2, B2) una
homotoṕıa M-fibrada tal que H0 = , H1 = , ℎ0 = , ℎ1 = .
Def́ınase la homotoṕıa M-fibrada (H ′, ℎ′) : (I ×X2, id× p2, I × B2)→
(X1, p1, B1) como sigue:
H ′(t, x) = H(1− t, x), ℎ′(t, b) = ℎ(1− t, b).
Las funciones H ′ y ℎ′ son continuas y satisfacen que H0 = , H1 =
, ℎ0 = , ℎ1 = . de lo cual se concluye que, śı (, ) ≃
M (, ),
entonces (, ) ≃M (, ).
Transitividad. Considérese las funciones M-fibradas
(1, 1), (2, 2), (3, 3) : (X1, p1, B1) → (X2, p2, B2) y
(H1, ℎ1) : (I ×X1, id× p1, I × B1) → (X2, p2, B2) y (H2, ℎ2) :
(I ×X2, id× p2, I ×B2) → (X3, p3, B3) homotoṕıas M-fibradas
tales que H0 = 1, H1 = 2, ℎ0 = 1, ℎ1 = 2 y
H0 = 2, H1 = 3, ℎ0 = 2, ℎ1 = 3, se define la homotoṕıa








H1(2t, x) si 0 ≤ t ≤
1
2
H2(2t− 1, x) si
1
2







ℎ1(2t, b) si 0 ≤ t ≤
1
2
ℎ2(2t− 1, b) si
1
2
≤ t ≤ 1.
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Se tiene H0 = 1, H1 = 3, ℎ0 = 1, ℎ1 = 3, de lo que se
conluye que si (1, 1) ≃
M (2, 2) y (2, 2) ≃
M (3, 2), entonces
(1, 1) ≃
M (3, 3).
Definición 1.4. Una función M-fibrada (, ) : (X1, p1, B1) → (X2, p2, B2)
se llama una equivalencia homotópica M-fibrada si existe una función M-
fibrada (, ) : (X2, p2, B2)→ (X1, p1, B1), tal que
(, ) ≃M (idX1 , idB1), (, ) ≃
M (idX2 , idB2).
Se llamará a (, ) la inversa homotópica M-fibrada de (, ).
Si existe una equivalencia homotópica M-fibrada (, ) : (X1, p1, B1) →
(X2, p2, B2), se escribe (X1, p1, B1) ∼=
M (X2, p2, B2) .
Ejemplo 1.5. Sean (X1, p1, B1) = (I, p1, S
1) y (X2, p2, B2) = ((0, 1] ×
I, p2, B
2 − {(0, 0)}) donde p1(t) = (cos 2t, sin 2t), p2(x, y) =
(x cos 2y, x sin 2y) y B2 representa el disco unitario, también (, ) :
(X1, p1, B1) → (X2, p2, B2), (, ) : (X2, p2, B2) → (X1, p1, B1) funciones
M-fibradas definidas como





p1(t) = (cos 2t, sin 2t)
p1(t) = (cos 2t, sin 2t)
p1(t) = p2(1, t)
p1(t) = p2(t).
CAPÍTULO 1. HOMOTOPÍA M-FIBRADA 9
p1(x, y) = p1(y)
p1(x, y) = (cos 2y, sin 2y)
p1(x, y) =
(x cos 2y, x sin 2y)
x
p1(x, y) = (x cos 2y, x sin 2y)
p1(x, y) = p2(x, y).
Además
(t) = (1, t)
(t) = t,
(x, y) = (y)
(x, y) = (1, y),
(x, y) = (x, y)
(x, y) = (x, y),








Si se realiza (, )∘(, ) = (, ) = (idx1 , idB1), por la propiedad reflexiva
de la homotoṕıa M-fibrada se cumple (, ) ≃M (idx1 , idB1), para el caso
(, ) ∘ (, ) se debe crear la homotoṕıa M-fibrada (H, ℎ) : (X2 × I, p2 ×
id, B2 × I)→ (X2, p2, B2) definida como
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Se verifica que
p2H(x, y, t) = p2(1 + t(x− 1), y)
p2H(x, y, t) = (1 + t(x− 1))(cos 2y, sin 2y).
ℎ(p2(x, y), t) = ℎ(x cos 2y, x sin 2y, t)






)(x cos 2y, x sin 2y)
ℎ(p2(x, y), t) = (1 + t(x− 1))(cos 2y, sin 2y).
H(x, y, 0) = (1, y) = (x, y),
ℎ(x, y, 0) = (x, y)
1
∥(x, y)∥
ℎ(x, y, 0) = (x, y).
H(x, y, 1) = (x, y)
H(x, y, 1) = id(x, y),
ℎ(x, y, 1) = (x, y)
ℎ(x, y, 1) = id(x, y).
Con esto se prueba que (H, ℎ) hace que (, ) ≃M (idx2 , idB2) y por ende
se tiene que (, ) es una equivalencia homotópica.
Lema 1.6. La relación ∼=M es de equivalencia.
Demostración.
Reflexividad. Para ver que (X1, p1, B1) ∼=
M (X1, p1, B1), basta no-
tar que la inversa homotópica M-fibrada de (, ) : (X1, p1, B1) →
(X1, p1, B1) definida como (, )(x, b) = (x, b) es ella misma.
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Simetŕıa. Sean (, ) : (X1, p1, B1) → (X2, p2, B2) una equivalencia
homotópica M-fibrada y (, ) : (X2, p2, B2) → (X1, p1, B1) su inversa
homotópica M-fibrada, es decir
(, ) ≃M (idX1 , idB1), (, ) ≃
M (idX2 , idB2).
Se puede ver que (, ) es una inversa M-homotópica de (, ), por
lo cual, si (X1, p1, B1) ∼=
M (X2, p2, B2), entonces (X2, p2, B2) ∼=
M
(X1, p1, B1).
Transitividad. Sean (1, 1) : (X1, p1, B1) → (X2, p2, B2) y (2, 2) :
(X2, p2, B2) → (X3, p3, B3) funciones M-fibradas con sus respectivas
inversas homotópicas M-fibradas (′1, 
′
1) : (X2, p2, B2) → (X1, p1, B1)
y (′2, 
′


















M (idX3 , idB3).
Se debe probar que la inversa homotópica M-fibrada de (21, 21) :





























































M (idX3 , idB3).
Se concluye que, śı (X1, p1, B1) ∼=
M (X2, p2, B2) y (X2, p2, B2) ∼=
M
(X3, p3, B3), entonces (X1, p1, B1) ∼=
M (X3, p3, B3).
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Definición 1.7. Sea (X, p,B) un espacio M-fibrado. Si A ⊂ X, B0 ⊂ B y
p(A) ⊂ B0, se dirá que (A, p ↾ A,B0) es un subespacio M-fibrado de (X, p,B).
Se usará la notación (A, p0, B0) en lugar de (A, p ↾ A,B0).
Ejemplo 1.8. Sea (X1, p1, B1) = (ℝ
2, p1,ℝ
3) donde p1 se de-
fine como p1(x, y) = (cos 2x cos 2y, sin 2y cos 2y, sin 2y) si se
toma los subespacios A = {(x, y) ∈ ℝ2 ∣y = 0} ⊆ X1 y B =
{(x, y, z) ∈ ℝ3 ∣ ∥(x, y, z)∥ = 1 ∧ z = 0} ⊆ B1 y se define p2 : A → B como
p(x, y) = (cos 2x, sin 2y, 0), es claro que p2 = p1 ↾ A, por lo cual (A, p2, B)
es un subespacio M-fibrado de (x1, p1, B1).
Nótese que si se define p2 : A → B como p(x, y) = (cos x, sin y, 0) tendŕıa el
mismo recorrido que la p2 : A → B definida en el ejemplo pero no seŕıa la
restricción de p1 y por ende (A, p2, B) no seŕıa un subespacio M-fibrado de
(x1, p1, B1).
Definición 1.9. Sea (A, p1∣A,B0) un subespacio M-fibrado de (X1, p1, B1)
y sea (, ), (, ) : (X1, p1, B1) → (X2, p2, B2) funciones M-fibradas tales
que (x) = (x) y (b) = (b), para cada x ∈ A y b ∈ B0. Una homotoṕıa
M-fibrada de (, ) en (, ) sobre (A, p1∣A,B0) es una homotoṕıa M-fibrada
(H, ℎ) de (, ) en (, ), tal que para cada x ∈ A y b ∈ B0 fijo, H(x, t) y
ℎ(b, t) son constantes en todo t ∈ I.
Ejemplo 1.10. En el ejemplo 1.5 se definió la homotoṕıa M-fibrada (H, ℎ) :
(X2 × I, p2 × id, B2 × I) → (X2, p2, B2) de (, ) en (idX2 , idB2). Si se
toma A = {(x, y) ∈ X2∣x = 1} y B = {(x, y) ∈ B2∣ ∥(x, y)∥ = 1}, es claro
que ∅ ∕= A ⊆ X2, ∅ ∕= B ⊆ B2, también p2(1, y) = (cos 2y, sin 2y), es
decir p2(A) ⊆ B y por ende (A, p2 ↾ A,B) es un subespacio M-fibrado de
(x2, p2, B2). Se tiene que las imagenes de (H, ℎ) sobre (A, p2 ↾ A,B) son
H(1, y, t) = (1 + t(1− 1), y) = (1, y),






) = (x, y),
de lo que se concluye que (H, ℎ) deja invariante al espacio (A, p2 ↾ A,B).
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Definición 1.11. Sea (X, p,B) un espacio M-fibrado.Un subespacio M-fibrado
(A, p0, B0) es un retracto M-fibrado de (X, p,B) si existe una función M-
fibrada (R, r) : (X, p,B) → (A, p0, B0), tal que R(x) = x y r(b) = b, para
cada x ∈ A y b ∈ B0. Se dice que (R, r) es una retracción M-fibrada.
Ejemplo 1.12. Utilizando los ejemplos 1.5 y 1.10 se ve claramente que
(, ) : (X2, p2, B2) → (A, p2 ↾ A,B) es una función M-fibrada tal que
(1, y) = (1, y) y (x, y) = (x, y), por ende es una retracción.
Definición 1.13. Sea (X, p,B) un espacio M-fibrado.Un subespacio M-fibrado
(A, p0, B0) es un retracto de deformación M-fibrado de (X, p,B) si existe
un homotoṕıa M-fibrada (H, ℎ) : (I × X, id × p, I × B) → (X, p,B) de
(idX , idB) en una retracción M-fibrada (R, r) sobre (A, p0, B0), donde (R, r) :
(X, p,B)→ (A, p0, B0).
Ejemplo 1.14. Utilizando la homotoṕıa definida en 1.10 y la retracción de
1.12 se concluye que (H, ℎ) : (X2 × I, p2 × id, B2 × I) → (X2, p2, B2) de
(, ) en (idX2 , idB2) es un retracto de deformación sobre (A, p2 ↾ A,B).
Teorema 1.15. Sea (X, p,B) un espacio M-fibrado y (A, p0, B0) un subes-
pacio M-fibrado de (X, p,B). Si ({0} ×X ∪ I ×A, id× p, {0} ×B ∪ I ×B0)
es un retracto M-fibrado de (I ×X, id× p, I ×B), entonces ({0} ×X ∪ I ×
A, id × p, {0} × B ∪ I × B0) es un retracto de deformación M-fibrado de
(I ×X, id× p, I ×B).
Demostración. Sea (R, r) : (I ×X, id× p, I × B)→ ({0} ×X ∪ I × A, id×
p, {0} × B ∪ I × B0) una retracción M-fibrada de la siguiente forma
R(t, x) = (R1(t, x), R2(t, x)), r(t, b) = (r1(t, b), r2(t, b)).
Se deduce que si se deja t = 0 fijo, R2(0, x) = idX y r2(0, b) = idB. Def́ınase
ahora
(H, ℎ) : (I × I ×X, id× id× p, I × I ×B)→ (I ×X, id× p, I ×B)
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por
H(s, t, x) = ((1− s)t+ sR1(t, x), R2(st, x)),
ℎ(s, t, b) = ((1− s)t+ sr1(t, b), r2(st, b)).
Ya que el producto, suma y composición de funciones continuas que lle-
gan a los números reales es continu, (H, ℎ) es una homotoṕıa M-fibrada
de (idI×X , idI×B) en (R, r) sobre (A, p∣A,B0), un subespacio M-fibrado de
(X, p,B). Si ({0} ×X ∪ I × A, id× p, {0} ×B ∪ I × B0).
Caṕıtulo 2
Cofibraciones M-Fibradas
En esta sección se considerará la extensión de las cofibraciones fibradas a la
categoŕıa MAP y se obtendrá una generalización de teoremas de la versión
fibrada.
Definición 2.1. Una función M-fibrada (, ) : (A, p0, B0) → (X1, p1, B1)
es una cofibración M-fibrada si la función (, ) tiene la siguiente propiedad
de extensión M-fibrada. Sea (, ) : (X1, p1, B1) → (X2, p2, B2) una función
M-fibrada y (G, g) : (I × A, id × p0, I × B0) → (X2, p2, B2) una homotoṕıa
















// X2 B1 
// B2
son conmutativos, entonces existe una homotoṕıa M-fibrada (H, ℎ) : (I ×
X1, id× p1, I ×B1)→ (X2, p2, B2) tal que
H0 = , H(id× ) = G, ℎ0 = , ℎ(id× ) = g,
donde las funciones 0 : X1 → I × X1 y 0 : B1 → I × B1 están definidas
por 0(x) = (0, x) y 0(b) = (0, b), para cada x ∈ X1, b ∈ B1.
15
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Para una función M-fibrada (, ) : (A, p0, B0) → (X1, p1, B1) se puede con-









como sigue:M = (I×A+X1)/ ∼ y B = (I×B0+B1)/ ≈ donde (0, a) ∼ (a),








[p0(a)] si x = [(a)], a ∈ A
[t, p0(a)] si x = [t, a], t ∕= 0
[p1(x)] si x ∈ X1 − (A)
Nótese que el signo + corresponde a la suma topológica y que se puede
reemplazar a la clase [p0(a)] por [p1(a)] debido a la definición de función
M-fibrada. Veamos ahora que p está bien definida para las clases que puedan
tener más de un elemento.
Sea [0, a1] = [0, a2]. Entonces (a1) = (a2), por lo cual p1(a1) = p1(a2),
que es lo mismo que p0(a) = p0(a2), lo cual muestra que p está bien
definida. Para ver la continuidad de p resta observar que p está definida
como composición de funciones continuas y M = (I × A + X1)/ ∼ y B =
(I × B0 +B1)/ ≈ están dotadas de la topoloǵıa cociente.
Una particularidad de gran utilidad es el caso en que (A, p0, B0) es un sub-
espacio M-fibrado de (X1, p1, B1), (, ) : (A, p0, B0) → (X1, p1, B1) con las
inclusiones , , se puede definir una función M-fibrada (e, E) : (M, p,B)→







(0, a) si x = [(a)], a ∈ A
(t, a) si x = [t, a], t ∕= 0
(0, x) si x ∈ X1 − (A)







(0, b0) si b = [(b0)], b0 ∈ B0
(t, b0) si b = [t, b0], t ∕= 0
(0, b) si b ∈ B1 − (B0)
Además si A es cerrado en X1 y B0 es cerrado en B1 las funciones e y E son
homeomorfismos y se puede identificar (M, p,B) con ({0}×X1 ∪ I ×A, id×
p1, {0} × B1 ∪ I × B0). Para cada función M-fibrada (, ) : (A, p0, B0) →
(X1, p1, B1) se define una función M-fibrada (, ) : (M, p,B)→ (I×X1, id×







(0, (a)) si x = [(a)], a ∈ A
(t, (a)) si x = [t, a], t ∕= 0







(0, (b0)) si b = [(b0)], b0 ∈ B0
(t, (b0)) si b = [t, b0], t ∕= 0
(0, b) si b ∈ B1 − (B0)
Ejemplo 2.2. Sea (X1, p1, B1) un espacio topológico M-fibrado, Z un espacio
topológico y (X1 ⊔ Z, p1 ⊔ idZ , B1 ⊔ Z) un espacio M-fibrado donde
p1 ⊔ idZ(a) =
{
p1(a) si a ∈ X
z si z ∈ Z
Se probará que (iX1 , iB1) es una cofibración donde iX1 : X1 → X1 ⊔ Z, iB1 :
B1 → B1⊔Z son las inclusiones, es decir, se mostrará que (iX1 , iB1) tiene la
propiedad de extensión homotópica para todo espacio M-fibrado (X2, p2, B2).














((X1 ⊔ Z)× I, (p1 ⊔ idZ)× id, (B1 ⊔ Z)× I)
(X2, p2, B2)
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conmutativo y def́ınase (H, ℎ) : ((X1 ⊔ Z)× I, (p1 ⊔ idZ)× id, (B1 ⊔ Z)× I)→
(X2, p2, B2) como
H(a, t) =
{
G(a, t) si a ∈ X1
(a) si a ∈ Z
ℎ(b, t) =
{
g(b, t) si b ∈ B1
(b) si b ∈ Z



















H(x, t) = G(x, t), ℎ(b, t) = g(b, t), H(x, 0) = G(x, 0) = (x), ℎ(b, 0) =
g(b, 0) = (b), H(z, 0) = (z) y ℎ(z, 0) = (z), para todo x ∈ X1, t ∈
I, z ∈ Z, b ∈ B1.
Teorema 2.3. La función M-fibrada (, ) : (A, p0, B0) → (X1, p1, B1) es
una cofibración M-fibrada si y solo si existe una función M-fibrada (L, l) :
(I ×X1, id× p1, I × B1)→ (M, p,B), tal que L = idM y l = idB.
Demostración. →) Supóngase que (, ) es una cofibración M-fibrada. Sean
(, ) : (X1, p1, B1)→ (M, p,B) y (G, g) : (I×A, id×p0, I×B0)→ (M, p,B)
dos funciones M-fibradas definidas por (x) = [x], (b) = [b],
G(t, a) =
{
[t, a] si t ∕= 0,
[(a)] si t = 0,
g(t, b) =
{
[t, b] si t ∕= 0,
[(b)] si t = 0.
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// X2 B1 
// B2
son conmutativos. Dado que (, ) es una cofibración M-fibrada existe una
homotoṕıa M-fibrada (H, ℎ) : (I × X1, id × p1, I × B1) → (M, p,B) tal que
H(id × ) = G, ℎ(id × ) = g, H0 = idM y ℎ0 = idB. Para mostrar que
H = idM y ℎ = idB, resta ver los diferentes casos:
Cuando [x] ∈ M , x ∈ X1 y [b] ∈ B, b ∈ B1; H([x]) = H(0, x) =
H0(x) = (x) = [x] y ℎ([b]) = ℎ(0, b) = ℎ0(b) = (b) = [b].
Cuando [t, a] ∈M , t ∕= 0, a ∈ A y [t, b] ∈ B, t ∕= 0, b ∈ B0; H([t, a]) =
H(t, (a)) = H(id× )(t, a) = G(t, a) = [t, a] y ℎ([t, b]) = ℎ(t, (b)) =
ℎ(id× )(t, b) = g(t, b) = [t, b].
Por lo tanto, H = idM y ℎ = idB.
←) Considérese que existe una función M-fibrada (L, l) que cumple la hipótesis.
Sean (, ) : (X1, p1, B1)→ (X2, p2, B2) y (G, g) : (I ×A, id× p0, I ×B0)→
















// X2 B1 
// B2
son conmutativos. Se define una función M-fibrada (H, ℎ) : (M, p,B) →







 ((a)) si z = [(a)], a ∈ A,
 (x) si z = [x], x ∈ X1 − (A),
G (t, a) si z = [t, a], a ∈ A, t ∕= 0,







 ((b0)) si b = [(b0)], b0 ∈ B0,
 (b1) si b = [b1], b1 ∈ B1 − (B0),
g (t, b0) si b = [t, b0], b0 ∈ B0, t ∕= 0.
Def́ınase H : I × X1 → X2 y ℎ : I × B1 → B2. Como H =H L, ℎ =ℎ l.



























ℎ(id × p1)(t, x) =ℎ l(id × p1)(t, x) =H pL(t, x) = p2 H L(t, x) = p2H(t, x).
Se probará ahora que (H, ℎ) extiende la homotoṕıa M-fibrada (G, g) viendo
H(id× ) = G, ℎ(id× ) = g, H0 =  y ℎ0 =  para los diferentes casos.
Cuando (t, a) ∈ I×A y (t, b) ∈ I×B0; H(id×)(t, a) = H(t, (a)) =H
L(t, (a)) =H L([t, a]) =H ([t, a]) = G(t, a) y ℎ(id × )(t, b) =
ℎ(t, (b)) =ℎ l(t, (b)) =ℎ l([t, b]) =ℎ ([t, b]) = g(t, a).
Cuando x ∈ X1 y b ∈ B1; H0(x) =H L(0, x) =H ([x]) = (x) y
H0(x) =H L(0, x) =H ([x]) = (x) ℎ0(b) =ℎ l(0, b) =ℎ ([b]) = (b).
Por lo tanto (, ) es una cofibración M-fibrada.
Se llamará al par (X1, p1, B1) y (A, p0, B0) de espacios M-fibrados tales que
A ⊂ X1, B0 ⊂ B1 y p0∣p1, un par M-fibrado, si A es cerrado en X1 y B0 es
cerrado en B1. Se dirá un par cerrado M-fibrado, si la función inclusión (, ) :
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(A, p0, B0) → (X1, p1, B1) es una cofibración M-fibrada. Se nombrará al par
(X1, p1, B1), (A, p0, B0) un par cofibrado M-fibrado.
Teorema 2.4. Un par cerrado M-fibrado (X1, p1, B1), (A, p0, B0) es un par
cofibrado M-fibrado si y solo si existe una retracción M-fibrada (R, r) : (I ×
X1, id× p1, I ×B1)→ ({0} ×X1 ∪ I × A, id× p1, {0} ×B1 ∪ I ×B0).
Demostración. →) Supóngase que (, ) : (A, p0, B0) → (X1, p1, B1) es un
par cofibrado M-fibrado. Por el teorema 2.3 existe una función M-fibrada
(L, l) : (I × X1, id × p1, I × B1) → (M, p,B) tal que L = idM y l = idB.
Dado que ((X1, p1, B1), (A, p0, B0)) es un par cerrado M-fibrado se puede
identificar (M, p,B) con ({0} × X1 ∪ I × A, id × p1, {0} × B1 ∪ I × B0)
mediante el homeomorfimo M-fibrado (g, ) : (M, p,B) → ({0} × X1 ∪ I ×
A, id×p1, {0}×B1∪I×B0). Finalmente se probará que (R, r) : (I×X1, id×
p1, I × B1) → ({0} × X1 ∪ I × A, id × p1, {0} × B1 ∪ I × B0) definida por
R = gL, r = l es una retracción M-fibrada, para esto primero obsérvese
que (R, r) es una función M- fibrada, ya que es composición de funciones
M-fibradas. Se deberá además verificar que (R, r) deja fijo al subespacio M-
fibrado ({0} ×X1 ∪ I × A, id× p1, {0} ×B1 ∪ I × B0),
Cuando (t, a) ∈ I × A y (t, b) ∈ I × B0; R(t, a) = gL(t, a) = g[t, a] =
(t, a) y r(t, b) = l(t, b) = [t, b] = (t, b).
Cuando x ∈ X1 y b ∈ B1; R(0, x) = gL(0, x) = g[x] = (0, x) y r(0, b) =
l(0, b) = [b] = (0, b).
←) Usando la misma notación, sea (R, r) una retracción M-fibrada, (g, )
un homomorfismo M-fibrado y (g−1, −1) : ({0} ×X1 ∪ I ×A, id× p1, {0} ×
B1 ∪ I × B0) → (M, p,B) su inversa. se probará ahora que (L, l) : (I ×
X1, id × p1, I × B1) → (M, p,B) definida como L = g
−1R, l = −1r cumple
que L = idM y l = idB,
Cuando (t, a) ∈ I × A, (t, b) ∈ I × B0 y t ∕= 0; L([t, a]) = L(t, a) =
g−1R(t, a) = g−1(t, a) = [t, a] y l([t, b]) = l(t, b) = −1r(t, b) =
−1(t, b) = [t, b].
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Cuando x ∈ X1 y b ∈ B1; L([x]) = L(0, x) = g
−1R(0, x) = g−1(0, x) =
[x] y l([b]) = l(0, b) = −1r(0, b) = −1(0, b) = [b].
Ahora solo resta aplicar el teorema 2.3 y se obtiene que la inclusión (, ) es
una cofibración.
Corolario 2.5. Sea ((X1, p1, B1), (A, p0, B0)) un par cerrado cofibrado M-
fibrado, entonces también lo es
((T ×X1, idT × p1, T ×B1), (T × A, idT × p0, T ×B0)),
para T espacio topológico.
Demostración. Dado que ((X1, p1, B1), (A, p0, B0)) es un par cerrado cofibra-
do M-fibrado existe una retracción M-fibrada (R, r) : (I × X1, id × p1, I ×
B1)→ ({0} ×X ∪ I × A, id× p0, {0} ×B ∪ I ×B0). Def́ınase ahora (f, ) :
(I×(T×X1), id×(pT×p1), I×(T×B1))→ (T×(I×X1), idT×(id×p1), T×
(I × B1)) por f(t, (z, x)) = (z, (t, x)), (t, (z, b)) = (z, (t, b)) el cual es una
función M-fibrada ya que f y  son continuos por ser cambios de coordenadas
y (idT × (id× p1))f(t, (z, x)) = (idT × (id× p1))(z, (t, x)) = (z, (t, p1(x))) =
(t, (z, p1(x))) = (id× (idT × p1))(t, (z, x)). Análogamente def́ınase (G, ) :
(T × ({0}×X)∪T × (I×A), idT × (id×p0), T × ({0}×B)∪T × (I×B0))→
({0}× (T ×X)∪ I × (T ×A), id× (pT × p0), {0}× (T ×B)∪ I × (pT ×B0))
por g(z, (t, x)) = (t, (z, x)), (z, (t, b)) = (t, (z, b)), el cual también es una
función M-fibrada de manera análoga a (f, ).
Por último se definirá (R, r) : (I × (T ×X1), id× (pT × p1), I × (T ×B1))→
({0}× (T ×X)∪ I × (T ×A), id× (pT × p0), {0}× (T ×B)∪ I × (pT ×B0))
por R= g(idT × R)f, r= (idT × r) y se verificará que es una retracción.
Es claro que (R, r) es una función M-fibrada por ser composición de éstos.
Resta ver que deja fijo a ({0}× (T ×X)∪ I × (T ×A), id× (pT × p0), {0}×
(T ×B) ∪ I × (pT ×B0)).
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R (t, (z, x)) = g(idT ×R)f(t, (z, x))
R (t, (z, x)) = g(idT ×R)(z, (t, x))
R (t, (z, x)) = g(z, (t, x))
R (t, (z, x)) = (t, (z, x)).
r (t, (z, b)) = (idT × r)(t, (z, b))
r (t, (z, b)) = (idT × r)(z, (t, b))
r (t, (z, b)) = (z, (t, b))
r (t, (z, b)) = (t, (z, b)).
Ahora aplicando el teorema 2.4 se obtiene que ((T×X1, idT×p1, T×B1), (T×
A, idT × p0, T × B0)) es un par cerrado cofibrado M-fibrado.
Teorema 2.6. Sea (1, 1) : (A, p0, B0) → (X1, p1, B1) y (2, 2) :
(A, p0, B0) → (X2, p2, B2) funciones M-fibradas y (, ) : (X1, p1, B1) →
(X2, p2, B2) una función M-fibrada tal que (1, 1) ≃
M (2, 2). Si (1, 1)
es una cofibración M-fibrada, entonces existe una función M-fibrada
( , ) : (X1, p1, B1)→ (X2, p2, B2)
tal que (, ) ≃M ( , ) y  1 = 2, 1 = 2.
Demostración. Sea (H, ℎ) : (I×A, id×p0, I×B0)→ (X2, p2, B2) una homo-
toṕıa M-fibrada tal que H(0, a) = 1(a), ℎ(0, b) = 1(b), H(1, a) = 2(1, a)
y ℎ(1, b) = 2(1, b), para a ∈ A y b ∈ B0. Dado que (1, 1) es una cofibración
M-fibrada existe una homotoṕıa M-fibrada
(K, k) : (I ×X1, id× p1, I ×B1)→ (X2, p2, B2) ,
tal que K(id × 1) = H, k(id × 1) = ℎ, K0 = , k0 = , donde t :
X1 → I×X1 y t : B1 → I×B1 son definidos por t(x) = (t, x) y t(b) = (t, b)
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para algún t ∈ I. Considérese a ( , ) como  = K1,  = k1, entonces es
facil ver que (, ) ≃M ( , ). Por último para algún x ∈ X1, b ∈ B1,
 1(a) = K1(1(a)) = K(1, 1(a)) = K(id× 1)(1, a) = H(1, a) = 2(a),
1(b) = k1(1(b)) = k(1, 1(b)) = k(id× 1)(1, b) = ℎ(1, b) = 2(b).
Sean (, ), ( , ) : (X1, p1, B1) → (X2, p2, B2) y (, ) : (A, p0, B0) →
(X1, p1, B1) funciones M-fibradas tales que  =   y  = . Se
dirá que (, ) y ( , ) son homotópicos M-fibrados sobre (A, p0, B0) si ex-
iste una homotoṕıa M-fibrada de (, ) a ( , ) tal que H(id × )(t, a) y
ℎ(id × )(t, b) no dependen de t ∈ I. Esta homotoṕıa M-fibrada se deno-
tará por (, ) ≃M ( , ) sobre (A, p0, B0).
Teorema 2.7. Sea (, ) : (A, p0, B0) → (X1, p1, B1) una cofibración M-
fibrada y sea (, ) : (X1, p1, B1) → (X1, p1, B1) una función M-fibrada
sobre (A, p0, B0) tal que (, ) ≃
M (idX1 , idB1). Entonces existe una fun-
ción M-fibrada (′, ′) : (X1, p1, B1) → (X1, p1, B1) sobre (A, p0, B0) tal que
(′, ′) ≃M (idX1 , idB1) sobre (A, p0, B0).
Demostración. Sea (H, ℎ) : (I × X1, id × p1, I × B1) → (X1, p1, B1) una

















// X1 B1 idB1
// B1
son conmutativos, ya que (, ) es una función M-fibrada sobre (A, p0, B0).
Dado que (, ) es una cofibración M-fibrada existe una homotoṕıa M-fibrada
(K, k) : (I ×X1, id× p1, I ×B1)→ (X1, p1, B1) tal que
K(id× ) = H(id× ), K0 = idX1 ,
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k(id× ) = ℎ(id× ), K0 = idB1 ,
donde t : X1 → I ×X1 y t : B1 → I × B1 son definidos por t(x) = (t, x)
y t(b) = (t, b) para algún t ∈ I. Def́ınase ahora (
′, ′) como ′ = K1 y
′) = k1, con lo anterior se puede construir (G, g) : (I×X1, id×p1, I×B1)→







K(1− 2s, (x)) si 0 ≤ s ≤ 1
2
H(2s− 1, x) si 1
2







k(1− 2s, (b)) si 0 ≤ s ≤ 1
2
ℎ(2s− 1, b) si 1
2
≤ s ≤ 1
Es claro que (G, g) es una función M-fibrada por ser composición de funciones
continuas, también se puede ver que
G0(x) = G(0, x) = K(1, (x)) = K1((x)) = 
′(x),
g0(b) = g(0, b) = k(1, (b)) = k1((b)) = 
′(b),
G1(x) = G(1, x) = H(1, x) = idX1 ,
g1(b) = g(1, b) = ℎ(1, b) = idB1 .
Ahora se debe probar que (′, ′) ≃M (idX1 , idB1) sobre (A, p0, B0). Con-
sidérese (M,m) : (I × I × A, id× id× p0, I × I ×B0)→ (X1, p1, B1) como






K(1− 2s(1− t), (a)) si 0 ≤ s ≤ 1
2
H(1− 2(1− s)(1− t), (a)) si 1
2
≤ s ≤ 1






k(1− 2s(1− t), (b)) si 0 ≤ s ≤ 1
2
ℎ(1− 2(1− s)(1− t), (b)) si 1
2
≤ s ≤ 1.
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Para algún s ∈ I fijo, sea (Ms,ms) : (I × A, id × p0, I × B0) → (X1, p1, B1)
una función M-fibrada definida por
Ms(t, a) =M(s, t, a), ms(t, b) = m(s, t, b)
y (Gs, gs) : (X1, p1, B1)→ (X1, p1, B1) una función M-fibrada definida por

















// X1 B1 gs
// B1
son conmutativos, ya que
Ms0(a) =Ms(0, a) =M(s, 0, a) = G(s, (a)) = Gs((a)) = Gs(a),
ms0(b) = ms(0, b) =M(s, 0, b) = g(s, (b)) = gs((b)) = gs(b).
Dado que (, ) es una cofibración M-fibrada entonces existe una homotoṕıa
M-fibrada (Ns, ns) : (I ×X1, id× p1, I ×B1)→ (X1, p1, B1) tal que
Ns(id× ) =Ms, Ns0 = Gs,
ns(id× ) = ms, ns0 = gs,
para cada s ∈ I. Nótese además que el conjunto de funciones {(Ns, ns)}s∈I
es en si mismo una homotoṕıa donde vaŕıa el parametro s. También es im-
portante ver que (Ns, ns)(1, 1)((a), (b)) = (Ns, ns)((1, (a)), (1, (b))) =
(M(s, 1, (a)),m(s, 1, (b)) = ((a), (b)), es decir (Ns, ns)(1, 1) es una
función M-fibrada sobre (A, p0, B0). Entonces
(′, ′) = (G0, g0) = (N00, n00) ≃
M (N01, n01) ≃
M (N11, n11)
≃M (N10, n10) = (G1, g1) = (idX1 , idB1),
donde cada ≃M representa una homotoṕıa M-fibrada sobre (A, p0, B0). Se
concluye la demostración.
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Usando los dos teoremas anteriores se puede obtener el siguiente resultado
Teorema 2.8. Sean (1, 1) : (A, p0, B0) → (X1, p1, B1) y (2, 2) :
(A, p0, B0) → (X2, p2, B2) cofibraciones M-fibradas y sea (, ) :
(X1, p1, B1) → (X2, p2, B2) una función M-fibrada tal que (1, 1) ≃
M
(2, 2). Si (, ) es una equivalencia homotópica M-fibrada entonces (, )
es una equivalencia homotópica M-fibrada sobre (A, p0, B0).
Demostración. Dado que (, ) es una equivalencia homotópica M-fibrada
existe una inversa homotópica M-fibrada ( , ) : (X2, p2, B2)→ (X1, p1, B1),
entonces ( 2, 2) = ( 1, 1) ≃
M (1, 1), el teorema 2.6 garantiza la
existencia de una función M-fibrada
( ′, ′) : (X2, p2, B2)→ (X1, p1, B1),
tal que ( ′, ′) ≃M ( , ) y  ′2 = 1, 
′2 = 1. Dado que ( , ) ≃
M
(idX1 , idB1) y ( 
′, ′) ≃M (idX1 , idB1), por el teorema 2.7 existe una fun-
ción M-fibrada ( ′′, ′′) : (X1, p1, B1) → (X1, p1, B1), tal que ( 
′, ′) ≃M
( ′′, ′′) y ( ′′ ′, ′′′) ≃M (idX1 , idB1) sobre (A, p0, B0), por ende se puede
definir  =  ′′ ′ y = ′′′. Entonces ( ,  ) ≃M (idX1 , idB1) sobre
(A, p0, B0).
Se probará ahora que existe una función M-fibrada (, ) : (X1, p1, B1) →
(X2, p2, B2) tal que ( , ) ≃
M (idX1 , idB1). Dado que (  ,  ) ≃
M
( ′′ ′, ′′′) ≃M (( ′) ′, (′)′) ≃M (( ′)( ′), (′)(′)) ≃M
(idX2 , idB2), por el teorema 2.7 existe una función M-fibrada (
′, ′) :
(X2, p2, B2) → (X2, p2, B2) tal que (
′  , ′′ ) ≃M (idX2 , idB2) sobre
(A, p0, B0). Def́ınase = 
′ y = ′, entonces ( , ) ≃M (idX2 , idB2).
Nótese que
(, ) ≃M (( ), ()) ≃M ( ( ),  ( )) ≃M (, ),
con lo cual se prueba que ( , ) es una inversa homotópica M-fibrada de
(, ) sobre (A, p0, B0), con lo que se concluye la demostración.
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Definición 2.9. Sea ((X1, p1, B1), (A, p0, B0)) un par cerrado M-fibrado.
Una estructura fuerte M-fibrada en ((X1, p1, B1), (A, p0, B0)) es un par
((, ), (H, ℎ)) constituido de funciones  : X1 → I,  : B1 → I que sa-
tisfacen que p1 =  y la imagen por (A, p0, B0) es cero. Además de una
homotoṕıa M-fibrada (H, ℎ) : (I ×X1, id× p1, I × B1) → (X1, p1, B1) so-
bre (A, p0, B0) de (idX1 , idB1) tal que H(t, x) ∈ A, ℎ(s, b) ∈ B0 para cada
t > (x), s > (b).
Ejemplo 2.10. Sea X1 = I, B1 = I × I y p1 : X1 → B1 definida por
p1(x) =
{
(2x, 0) si 0 ≤ x ≤ 1
2
(1, 2x− 1) si 1
2













0 si x ≤ 1
2
2, 5x− 1, 25 si 1
2
≤ x ≤ 0, 9
1 si 0, 9 ≤ x,
(x, y) =
{
1 si 0, 8 ≤ y
5
4
y si y ≤ 0, 8,
con la homotoṕıa M-fibrada (H, ℎ) : (I ×X1, id× p1, I × B1)→ (X1, p1, B1)













≤ x ∧ x− 0, 4t ≤ 1
2
x− 0, 4t si 1
2
≤ x ∧ x− 0, 4t ≥ 1
2
ℎ(x, y, s) =
{
(x, 0) si y − 0, 8s ≤ 0
(x, y − 0, 8s) si y − 0, 8s ≥ 0.
Se verá inicialmente que p1 = .
p1(x) =
{
(2x, 0) si 0 ≤ x ≤ 1
2
(0, 2x− 1) si 1
2
≤ x ≤ 1







0 si 0 ≤ x ≤ 1
2
1 si 0, 8 ≤ 2x− 1
5
4







0 si x ≤ 1
2
2, 5x− 1, 25 si 1
2
≤ x ≤ 0, 9
1 si 0, 9 ≤ x
= (x).
Se finalizará probando que para t > (x), s > (b) se tiene H(t, x) ∈ A,
ℎ(s, b) ∈ B0. Como la desigualdad es estricta, los elementos tales que (x) =
(b) = 1 pueden mantenerse fuera de A y B0 durante la homotoṕıa.
Si (x) = 0, cada t ≥ (x) entonces x ≤ 1
2
y H(x, t) = x para cada t.
Si t ≥ (x) = 2x− 1, 25 se tomará el caso t = 2x− 1, 25. Entonces x ≤ 1
2
y




, por lo cual si t > (x), H(x, t) = 1
2
∈ A.
Si t ≥ (x, y) = 5y
4
se verá el caso s = 5
4
y entonces y− 0, 8(5
4
y) = 0 ≤ 0, por
lo cual si s > (x, y), ℎ(x, y, s) = (x, 0) ∈ B0.
Con esta definición se obtienen los siguientes teoremas.
Teorema 2.11. Un par cerrado M-fibrado ((X1, p1, B1), (A, p0, B0)) es una
cofibración M-fibrada si y solo si existe una estructura fuerte M-fibrada en
((X1, p1, B1), (A, p0, B0)).
Demostración. →) Supóngase que ((X1, p1, B1), (A, p0, B0)) es un par cerrado
cofibrado M-fibrado, entonces por el teorema 2.4 existe una retracción M-
fibrada (R, r) : (I×X1, id×p1, I×B1)→ ({0}×X1∪I×A, id×p1, {0}×B1∪
I × B0) dado por R(t, x) = (R1(t, x), R2(t, x)) y r(t, x) = (r1(t, x), r2(t, x)).
Con esto se puede definir las funciones  : X1 → I y  : B1 → I por
(x) = sup
t∈I
∣R1(t, x)− t∣ (x ∈ X1),
(b) = sup
t∈I
∣r1(t, b)− t∣ (b ∈ B1).
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Nótese que si b = p1(X), entonces (b) = (p1(x)) =
supt∈I ∣r1(t, p1(x))− t∣ = supt∈I ∣r1(id× p1)(t, x)− t∣ =
supt∈I ∣R1(t, x)− t∣ = (x), (a) = supt∈I ∣R1(t, a)− t∣ = 0 y
(b) = supt∈I ∣r1(t, b)− t∣ = 0.
Para completar la demostración de esta implicación, resta mostrar que
(R2, r2) es la homotoṕıa M-fibrada que completa la estructura fuerte M-
fibrada, con el espacio de llegada de la retracción, a saber, ({0} ×X1 ∪ I ×
A, id×p1, {0}×B1∪I×B0). Se obtiene que (R2, r2) : (I×X1, id×p1, I×B1)→
(x1, p1, B1) es una homotoṕıa M-fibrada sobre (A, p0, B0) de (idX1 , idB1).
Veáse que si x /∈ A y R2(t, x) /∈ A, entonces R1(t, x) = 0, por lo tanto
t ≤ (x) también si b /∈ B0 y r2(t, b) /∈ B0, entonces r1(t, b) = 0, por lo tanto
t ≤ (b), con esto se prueba la primera parte.
←) Supóngase que ((, ), (H, ℎ)) es una estructura fuerte M-fibrada y
def́ınase la función M-fibrada (R, r) : (I × X1, id × p1, I × B1) → ({0} ×
X1 ∪ I × A, id× p1, {0} ×B1 ∪ I × B0) por
R(t, x) =
{
(0, H(t, x)) si t ≤ (x)
(t− (x), H(t, x)) si t ≥ (x),
r(t, x) =
{
(0, ℎ(t, b)) si t ≤ (b)
(t− (b), ℎ(t, b)) si t ≥ (b).
Ahora se verá que (R, r) es una retracción M-fibrada, para algún (0, x) ∈
{0} × X1 y (0, b) ∈ {0} × B1 se tiene que R(0, x) = (0, H(0, x)) = (0, x) y
r(0, b) = (0, ℎ(0, b)) = (0, b), ya que 0 ≤ (x) y 0 ≤ (b), también para algún
(t, a) ∈ I × A y (t, b) ∈ I × B0 se tiene que R(t, a) = (t− 0, H(t, a)) = (t, a)
y r(t, b) = (t − 0, ℎ(t, b)) = (t, b), dado que 0 ≤ (x), 0 ≤ (b) y (H, ℎ) es
una función M-fibrada sobre (A, p0, B0), con esto se completa la prueba.













pares cerrados cofibrados M-fibrados, entonces
((X1 ×X2, p1 × p2, B1 ×B2) , (X
′
1 ×X2 ∪X1 ×X
′
2, p1 × p2, B
′
1 × B2 ∪ B1 ×B
′
2))
es también un par cerrado cofibrado M-fibrado.
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Demostración. Sean ((1, 1) , (H1, ℎ1)) y ((2, 2) , (H2, ℎ2)) estructuras













respectivamente. Def́ınase  : X1 × X2 → I,  : B1 ×
B2 → I y (K, k) : (I × (X1 ×X2) , id× (p1 × p2) , I × (B1 × B2)) →
(X1 ×X2, p1 × p2, B1 × B2) por
(x, y) = min(1(x), 2(y)) ((x, y) ∈ X1 ×X2),
(b, c) = min(1(b), 2(c)) ((b, c) ∈ B1 ×B2),
K(t, (x, y)) = (H1(min(t, 2(y)), x), H2(min(t, 1(x)), y)), (x, y) ∈ X1×X2,
k(t, (b, c)) = (ℎ1(min(t, 2(c)), b), ℎ2(min(t, 1(b)), c)), (b, c) ∈ B1 ×B2.
Se probará ahora que ((, ), (K, k)) es una estructura fuerte M-fibrada en
((X1 ×X2, p1 × p2, B1 ×B2) , (X
′
1 ×X2 ∪X1 ×X
′
2, p1 × p2, B
′
1 × B2 ∪ B1 ×B
′
2)).
Es claro que (x, y) = 0 para (x, y) ∈ X ′1 ×X2 ∪X1 ×X
′
2 y (b, c) = 0 para
(b, c) ∈ B′1 ×B2 ∪ B1 × B
′
2.
Para ver que (K, k) es una homotoṕıa M-fibrada sobre (X ′1 × X2 ∪ X1 ×
X ′2, p1 × p2, B
′
1 × B2 ∪ B1 × B
′
2), supóngase (x, y) ∈ X
′
1 ×X2 ∪X1 ×X
′
2 con
x ∈ X ′1y (b, c) ∈ B
′
1 ×B2 ∪ B1 ×B
′
2, con b ∈ B
′
1.
K(t, (x, y)) = (H1(min(t, 2(y)), x), H2(min(t, 0), y)) = (x, y),
k(t, (b, c)) = (ℎ1(min(t, 2(c)), b), ℎ2(min(t, 0), c)) = (b, c).
Ahora, si t > (x, y) y tomando el caso 1(x) < t ≤ (y), entonces
K(t, (x, y)) = (H1(t, x), H2(1(x), y)) ∈ X
′
1 ×X2 ∪X1 ×X
′
2.
La prueba es similar para los otros casos y para t > (b, c). Con esto se
demostrará que ((, ), (K, k)) es una estructura fuerte M-fibrada y por el
teorema 2.11 se tiene la cofibración M-fibrada.
Nótese que en la estructura fuerte M-fibrada no se tiene necesariamente que
H(1, x) ∈ A y ℎ(1, t) ∈ B0, esta condición es un caso especial.
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Definición 2.13. Se llamará estricta a una estructura fuerte M-fibrada
((, ), (H.ℎ)) sobre el par cerrado M-fibrado ((X1, p1, B1), (A, p0, B0)) si las
imagenes de  y  en X1 y B1 respectivamente son estrictamente menores
que 1.
Ejemplo 2.14. Se mostrará un ejemplo similar al anterior teniendo la con-
sideración que en la estructura estricta durante la homotoṕıa (X1, p1, B1)
colapsa en (A, p0, B0).
Sea X1 = I, B1 = I × I y p1 : X1 → B1 definida por
p1(x) =
{
(2x, 0) si 0 ≤ x ≤ 1
2
(1, 2x− 1) si 1
2






, B0 = I × {0},  : X1 → I y  : B1 → I definidas por
(x) =
{













Con la homotoṕıa M-fibrada (H, ℎ) : (I ×X1, id× p1, I × B1)→ (X1, p1, B1)













≤ x ∧ x− 0, 6t ≤ 1
2
x− 0, 6t si 1
2
≤ x ∧ x− 0, 6t ≥ 1
2
,
ℎ(x, y, s) =
{
(x, 0) si y − 1, 2s ≤ 0
(x, y − 1, 2s) si y − 1, 2s ≥ 0.
Se verá inicialmente que p1 = .
p1(x) =
{
(2x, 0) si 0 ≤ x ≤ 1
2
(0, 2x− 1) si 1
2
≤ x ≤ 1
=
{




(2x− 1) si 1
2
≤ x ≤ 1
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=
{








≤ x ≤ 1
= (x).
Se finalizará probando que para t > (x), s > (b) se tiene H(t, x) ∈ A,
ℎ(s, b) ∈ B0.
Si (x) = 0, cada t ≥ (x), entonces x ≤ 1
2
y H(x, t) = x para cada t.



















, por lo cual si t > (x), H(x, t) = 1
2
∈ A.
Si t ≥ (x, y) = 5y
6
se verá el caso s = 5
6
y, entonces y − 1, 2(5
6
y) = 0 ≤ 0,
por lo cual si s > (x, y), ℎ(x, y, s) = (x, 0) ∈ B0.
Teorema 2.15. Dado un par cerrado cofibrado M-fibrado
((X1, p1, B1), (A, p0, B0)), existe una estructura fuerte estricta M-fibrada si y
solo si existe una retracción de deformación M-fibrada de ((X1, p1, B1) sobre
(A, p0, B0)).
Demostración. →) Sea ((, ), (H.ℎ)) una estructura fuerte estricta M-
fibrada, Basta con verificar que (H, ℎ) es un retracción de deformación M-
fibrada. Es claro que (H, ℎ) es una homotoṕıa M-fibrada sobre (A, p0, B0),
desde (idX1 , idB1) y tal que H(t, x) ∈ A, ℎ(t, b) ∈ B0, para cada
t > (x), (b). Como la estructura es estricta (x), (b) < 1 para cada
x ∈ X1, b ∈ B1 ,entonces H(1, x) ∈ A y ℎ(1, b) ∈ B0, con lo cual se verifica
lo deseado.
←) Sea (H, ℎ) : (I ×X1, id× p1, I × B1) → (X1, p1, B1) un retracto de
deformación M-fibrado y ((, ), (K.k)) una estructura fuerte M-fibrada
(2.11). Def́ınase ahora ′ : X1 → I, 
′ : B1 → I y (H
′, ℎ′) :








) < 1, ((b) ∈ B1),
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H ′(t, x) = H(min(2t, 1), K(t, x)), x ∈ X1, t ∈ I,
ℎ′(t, b) = ℎ(min(2t, 1), k(t, b)), b ∈ B1, t ∈ I.
Claramente (H ′, ℎ′) es una homotoṕıa M-fibrada la cual cumple que
si t = 0, entonces para cada x ∈ X1 y b ∈ B1
H ′(0, x) = H(0, K(0, x)) = H(0, x) = (0, x),
ℎ′(0, b) = ℎ(0, k(0, b)) = ℎ(0, b) = (0, b).
Si x ∈ A y b ∈ B0, entonces para cada t ∈ I,
H ′(t, x) = H(min(2t, 1), K(t, x)) = H(min(2t, 1), x) = x,
ℎ′(t, b) = ℎ(min(2t, 1), k(t, b)) = ℎ(min(2t, 1), b) = b.
Si t > ′(x), ′(b), para algún x ∈ X1, b ∈ B1 se tienen 2 casos: t > (x)
o t > 1
2
, t > (b) o t > 1
2
. Para el primer caso t > (x), t > (b), se
tiene K(t, x) ∈ A, k(t, b) ∈ B0, entonces H
′(t, x) ∈ A, ℎ′(t, b) ∈ B0. Para
el segundo caso t > 1
2
, por lo cual H(1, K(t, x)) ∈ A, ℎ(1, k(t, b)) ∈ B0.
Con esto basta para asegurar que (H ′, ℎ′) es una estructura fuerte estricta
M-fibrada.























2) es un re-
tracto de deformación M-fibrado de (X1, p1, B1) o (X2, p2, B2), respectiva-
mente, entonces (X ′1 × X2 ∪ X1 × X
′
2, p1 × p2, B
′
1 × B2 ∪ B1 × B
′
2) es un
retracto de deformación M-fibrado de ((X1 ×X2, p1 × p2, B1 ×B2).
Demostración. Por el teorema (2.12) se sabe que ((X1 × X2, p1 × p2, B1 ×
B2), (X
′
1 × X2 ∪ X1 × X
′
2, p1 × p2, B
′
1 × B2 ∪ B1 × B
′
2)) es una cofi-
bración M-fibrada. En dicha prueba se construyó una estructura fuerte
M-fibrada ((, ), (K, k)) asociada. Supóngase sin perdida de generalidad




1) es un retracto de deformación M-fibrado de (X1, p1, B1).
Por el teorema (2.15) existe una esructura fuerte estrcta M-fibrada
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((1, 1), (H1, ℎ1)) asociada, retomando la prueba del teorema (2.12) si
1(x) < 1 y (b) < 1, para cada x ∈ X1 y b ∈ B1, entonces
(x, y) = min(1(x), 2(y)) < 1, ((x, y) ∈ X1 ×X2),
(b, c) = min(1(b), 2(c)) < 1, ((b, c) ∈ B1 × B2).
Por lo cual su estructura asociada es estricta y utilizando nuevamente el
teorema (2.15),
(X ′1 ×X2 ∪X1 ×X
′
2, p1 × p2, B
′
1 ×B2 ∪ B1 ×B
′
2)
es un retracto de deformación M-fibrado de ((X1 ×X2, p1 × p2, B1 ×B2).
Caṕıtulo 3
Fibraciones M-Fibradas
En esta sección se extenderá el concepto de fibración fibrada y se obtendrá la
generalización de algunos teoremas de la versión fibrada [6].
Definición 3.1. Una función M-fibrada (, ) : (E, p1, B1) → (F, p2, B2) es
una fibración M-fibrada si (, ) tiene la siguiente propiedad: para cada espa-
cio M-fibrado (X, p0, B0), sea (f, ) : (X, p0, B0) → (E, p1, B1) una función
M-fibrada y (H, ℎ) : (I × X, id × p0, I × B0) → (F, p2, B2) una homotoṕıa

















// F I ×B0 ℎ
// B2
son conmutativos. Existe una homotoṕıa M-fibrada (K, k) : (I×X, id×p0, I×
B0)→ (E, p1, B1) tal que K = H, K0 = f , k = ℎ y k = .
La propiedad enunciada anteriormente se conoce como la propiedad del le-
vantamiento homotópico M-fibrado.
Ejemplo 3.2. Sean (X, p1, B1), (F, p2, B2) espacios topológicos M-fibrados,
E un espacio topológico y (F × E, p2 × idE, B2 × E) un espacio M-
fibrado. Se verá que (, ) es una fibración M-fibrada, donde (, ) :
36
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(F × E, p2 × idE, B2 × E)→ (F, p2, B2) se define por
(e, f) = f, (e, b) = b, e ∈ E, b ∈ B, f ∈ F
Es decir, se mostrará que (, ) tiene la propiedad del levantamiento ho-






// (F × E, p2 × idE, B2 × E)
(,)

(X × I, p1 × id, B1 × I)
(H,ℎ)
//(F, p2, B2)
conmutativo. Teniendo en cuenta que f = (f1, f2), g = (g1, g2), def́ınase
(H̄, ℎ̄) : (X × I, p1 × id, B1 × I)→ (F × E, p2 × idE, B2 × E) como
H̄(x, t) = (H(x, t), f2(x)) ,
ℎ̄(b, t) = (ℎ(b, t), g2(b)) ,





// (F × E, p2 × idE, B2 × E)
(,)








H̄0(x) = H̄(x, 0) = (H(x, 0), f2(x)) = (f1(x), f2(x)), ℎ̄0(b) = ℎ̄(b, 0) =
(ℎ(b, 0), g2(b)) = (g1(x), g2(x)), H̄(x, t) = (H(x, t), f2(x)) = H(x, t),
ℎ̄(b, t) = (ℎ(b, t), g2(b)) = ℎ(b, t), para todo x ∈ X, t ∈ I, b ∈ B1.
Teorema 3.3. Sea (X, p,B) un espacio M-fibrado,  : X → I,  : B →
I funciones M-fibradas tales que  = p y para A = −1(0), sea B0 =
−1(0), (A, p0, B0) un retracto de deformación M-fibrado de (X, p,B), donde
p0 = p∣A. Sea (, ) : (E1, p1, B1) → (E2, p2, B2) una fibración M-fibrada.
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Para dos funciones M-fibradas (f1, 1) : (A, p0, B0) → (E1, p1, B1), (f2, 2) :
(X, p,B) → (E2, p2, B2) tales que f1 = f2∣A y 1 = 2∣B0, existe una
función M-fibrada (ℎ, ) : (X, p,B)→ (E1, p1, B1) tal que ℎ∣A = f1, ℎ = f2,

























Demostración. Sea (R, r) : (X, p,B)→ (A, p0, B0) una retracción M-fibrada
y (K, k) : (I ×X, id × p, I × B) → (X, p,B) una retracción de deformación
M-fibrada de (iR, jr) en (idX , idB), donde i : A → X y j : B0 → B son





)) si x /∈ A





)) si b /∈ B0
k(t, b) si b ∈ B0.

















// E2 I ×B 2d
// B2
son conmutativos. Como (, ) es una fibración M-fibrada, entonces existe
una homotoṕıa M-fibrada (G, g) : (I × X, id × p, I × B) → (E1, p1, B1) tal
que
G = f2D, G0 = f1K0, g = 2d, g0 = 1k0.
Def́ınase ℎ : X → E1 y  : B → B1 como
ℎ(x) = G((x), x), (b) = g((b), b), (x ∈ X, b ∈ B).
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Se verificará que éstas cumplen lo requerido. Si x ∈ A, b ∈ B0, entonces
ℎ(x) = G(0, x) = f1K(0, x) = f1(x) y (b) = g(0, b) = 1k(0, b) = 1(b).
Ahora para x ∈ X, b ∈ B se tiene ℎ(x) = G((x), x) = f2D((x), x) =
f2K(1, x) = f2(x) y (b) = g((b), b) = 2d((b), b) = 2k(1, b) = 2(b),
con esto se concluye la prueba.
Teorema 3.4. Sea (, ) : (E, p1, B1) → (F, p2, B2) una fibración M-
fibrada y ((F, p2, B2), (F
′, p2, B
′
2)) un par cofibrado, M-fibrado. Entonces




′ = −1F ′, B′1 = 
−1B′2 es un par cofi-
brado M-fibrado.
Demostración. Sea ((, ), (H, ℎ)) una estructura fuerte M-fibrada en
((F, p2, B2), (F
′, p2, B
′
















H(id×) // F I ×B1
ℎ(id×) // B2
son conmutativos. Como (, ) es una fibración M-fibración existe una ho-
motoṕıa M-fibrada (K, k) : (I × E, id× p1, I ×B1) → (E, p1, B1) tal que
K = H(id×), K0 = idE, k = ℎ(id×) y k0 = idB1 . Constrúyase aho-




Def́ınase  : E → I y  : B1 → I como
(x) = min(2((x)), 1), (b) = min(2((b)), 1), (x ∈ E, b ∈ B1).
Para cada e ∈ E ′, b ∈ B′1
e ∈ E ′ = −1F ′, (e) = 0, es decir (e) = 0,
b ∈ B′1 = 
−1B′2, (b) = 0, es decir (b) = 0
Considérese ahora (L, l) : (I × E, id× p1, I ×B1)→ (E, p1, B1) como
L(t, x) = K(min(t, (x)), x),
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l(t, b) = k(min(t, (b)), b) (t ∈ I, x ∈ E, b ∈ B1).
Se comprobará que (L, l) cumple las condiciones para completar la estructura
fuerte. Si e ∈ E ′, b ∈ B′1 entonces para cada t ∈ I
L(t, e) = K(min(t, (e)), e) = K(0, e) = K0(e) = e,
l(t, b) = k(min(t, (b)), b) = k(0, b) = k0(b) = b.
Si t = 0, entonces para cada x ∈ E, b ∈ B1
L(0, x) = K(min(0, (x)), x) = K(0, x) = K0(x) = x,
l(0, b) = k(min(0, (b)), b) = k(0, b) = k0(b) = b.
Si t > (x) para algún x ∈ E,
L(t, x) = K(min(t, (x)), x) = K((x)), x).
Para decir que K((x)), x) ∈ E ′ bastaŕıa con ver que K((x)), x) ∈ F ′.
como K = H(id × ), entonces K((x)), x) = H(id × )((x)), x) =
H((x), (x)) ∈ F ′, es decir L(t, x) ∈ E ′.
l(t, b) = k(min(t, (b)), b).
Si t > (b) para algún b ∈ B1,
l(t, b) = k(min(t, (b)), b) = k((b)), b).
Para decir que k((b)), b) ∈ B′1, bastaŕıa, con ver que k((b)), b) ∈ B
′
2.
Como k = ℎ(id × ), entonces k((b)), b) = ℎ(id × )((b)), b) =
ℎ((b), (b)) ∈ B′2, es decir l(t, x) ∈ B
′
1. Con esto se prueba que
((, ), (L, l)) es una estructura fuerte M-fibrada y aplicando nuevamente
el teorema 2.11 se concluye que ((E, p1, B1), (E
′, p1, B
′
1)) es un par cofibrado
M-fibrado.
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Teorema 3.5. Sean (, ) : (X1, p1, B1)→ (E, p,B), (, ) : (X2, p2, B2)→
(E, p,B) funciones M-fibradas y (, ) : (X1, p1, B1)→ (X2, p2, B2) una fun-
ción M-fibrada tal que (, ) ≃M (, ). Si (, ) es una fibración M-
fibrada, entonces existe una función ( , ) : (X1, p1, B1) → (X2, p2, B2) tal





















Demostración. De (, ) ≃M (, ), existe una homotoṕıa M-fibrada
(G, g) : (I ×X1, id× p1, I × B1)→ (E, p,B) tal que
G0 = , g0 = , G1 = , g1 = .
Como (, ) es una fibración M-fibrada, existe una hmotoṕıa M-fibrada
(H, ℎ) : (I ×X1, id× p1, I ×B1)→ (X2, p2, B2) tal que
H0 = , ℎ0 = , H = G, ℎ = g.
Considérese ahora  = H1 y  = ℎ1. Nótese que (, ) = (H0, ℎ0) ≃
M




En esta sección se extenderá el concepto de homotoṕıa punteada y se gener-
alizarán algunos resultados a la versión fibrada. [6]. Los resultados y pruebas
son similares a los obtenidos en la homotoṕıa M-fibrada de las secciones (1)
y (2) y se omitiran aqúı.
Para realizar dicha extensión se trabajará en la categoŕıa de los espacios
punteados M-fibrados. En esta categoŕıa los objetos son espacios M-fibrados
(X, p;B) con una sección s : B → X destacada. Los morfismos entre dos
espacios punteados M-fibrados (X1, p1, B1, s1) y (X2, p2, B2, s2) son funciones
M-fibradas (f, ) : (X1, p1, B1) → (X2, p2, B2) que cumplen fs1 = s2. A
éstas se les llamarán funciones punteadas M-fibradas y se notarán como














Ejemplo 4.1. Sean (X1, p1, S
1, s1) y (X2, p2, B2, s2) espacios punteados M-
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(x, y) ∈ ℝ2 : 0 ≤ x ≤
1
2




(x, y) ∈ ℝ2 :
1
2



















) ∈ ℝ2 :
1
2
≤ x ≤ 1
}
, (4.2)
p1 : X1 → S
1
(x, y) → (cos 2x, sin 2x),







(cos 2x, sin 2x) si 0 ≤ x ≤ 1
2




≤ x ≤ 1,
s1 : S
1 → X1
(cos 2x, sin 2x) → (x, 0),
s2 : B2 → X2
(cos 2x, y) → (x, 0).
Considérese ahora la función M-fibrada (f, ) : (X1, p1, B1) → (X2, p2, B2)
definida por











≤ x ≤ 1,
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(x, y) si 0 ≤ y
(x,−y
2
) si y ≤ 0.
Se probará que fs1 = s2.






(x, 0) si 0 ≤ x ≤ 1
2
(x, 0) si 1
2











) = (x, 0) si y ≤ 0.
Esto prueba que fs1 = s2 y por ende que (f, ) : (X1, p1, B1, s1) →
(X2, p2, B2, s2) es una función punteada M-fibrada.
Definición 4.2. Sean (, ), (, ) : (X1, p1, B1, s1)→ (X2, p2, B2, s2) mor-
fismos punteados M-fibrados. Se dirá que una función punteada M-fibrada
(H, ℎ) : (I ×X1, id× p1, I ×B1, id× s1)) → (X2, p2, B2, s2) es una homo-
toṕıa punteada M-fibrada de (, ) en (, ), si (H, ℎ) es una homotoṕıa




















Si existe una homotoṕıa punteada M-fibrada de (, ) en (, ), se dirá que
(, ) es homotópico punteado M-fibrado a (, ) y lo se denotará (, ) ≃M(P )
(, ).
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Lema 4.3. La relación ≃M(P ) es de equivalencia.
Definición 4.4. Una función punteada M-fibrada (, ) : (X1, p1, B1, s1)→
(X2, p2, B2, s2) se llama una equivalencia homotópica punteada M-fibrada
si existe una función punteada M-fibrada (, ) : (X2, p2, B2, s2) →
(X1, p1, B1, s1), tal que
(, ) ≃M(P ) (idX1 , idB1), (, ) ≃
M
(P ) (idX2 , idB2).
Esta equivalencia se notará como (X1, p1, B1, s1) ∼=
M
(P ) (X2, p2, B2, s2) .
Lema 4.5. La relación ∼=M(P ) es de equivalencia.
Definición 4.6. Sean (, ), (, ) : (X1, p1, B1, s1) → (X2, p2, B2, s2) fun-
ciones punteadas M-fibradas y sean A ⊂ X1, B0 ⊂ B1, tales que p(A) = B0,
(x) = (x) y (b) = (b), para cada x ∈ A y b ∈ B0. Una homotoṕıa
punteada M-fibrada de (, ) en (, ) sobre (A, p1∣A,B0, s1∣B0) es una ho-
motoṕıa punteada M-fibrada (H, ℎ) de (, ) en (, ), tal que para cada
x ∈ A y b ∈ B0 fijo, H(x, t) y ℎ(b, t) son constantes en cada t ∈ I.
Además (A, p1∣A,B0, s1∣B0) se llama un subespacio punteado M-fibrado de
(X1, p1, B1, s1) .
Definición 4.7. Sea (X1, p1, B1, s1) un espacio punteado M-fibrado, y
(A, p0, B0, s0) un subespacio punteado M-fibrado de (X1, p1, B1, s1) tal que
p1(A) = B0, donde p0 = p1∣A y s0 = s1∣B0. Una retracción punteada
M-fibrada es una función punteada M-fibrada (R, r) : (X1, p1, B1, s1) →
(A, p0, B0, s0) tal que (R, r) es una retracción M-fibrada.
Definición 4.8. Sea (X1, p1, B1, s1) un espacio punteado M-fibrado. Un sub-
espacio punteado M-fibrado (A, p1∣A,B0, s1∣B0) de (X1, p1, B1, s1) es un re-
tracto de deformación punteado M-fibrado de (X1, p1, B1, s1), si existe una
homotoṕıa punteada M-fibrada (H, ℎ) : (I × X1, id × p1, I × B1, id × s1) →
(X1, p1, B1, s1) de (idX1 , idB1) en una retracción punteada M-fibrada (R, r) :
(X1, p1, B1, s1)→ (A, p0, B0, s0) sobre (A, p0, B0, s0).
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Ejemplo 4.9. Sea (X1, p1, X2, s1) un espacio punteado M-fibrado, donde:
X1 = {(x, y) : −1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ ∣x∣} ,
X2 = {(x, 0) : −1 ≤ x ≤ 1} ,
p1 : X1 → X2
(x, y) → (x, 0),
s1 : X2 → X1
(x, 0) → (0, 0).
Considérese la función M-fibrada (idX1 , idX2) : (X1, p1, X2)→ (X1, p1, X2) y
la retracción M-fibrada (R, r) : (X1, p1, X2)→ (X1, p1, X2) definidas como
idX1 : X1 → X1
(x, y) → (x, y),
idX2 : X2 → X2
(x, 0) → (x, 0),
R : X1 → X1
(x, y) → (0, y),
r : X2 → X2
(x, 0) → (0, 0).
Las cuales son punteadas ya que idX1s1 = s1idX2 y Rs1 = s1r. Def́ınase la
homotoṕıa M-fibrada (H, ℎ) : (X1×I, p1×idI , X2×I, s1×idI)→ (X1, p1, X2)
como H(x, y, t) = ((1 − t)x, y) y ℎ(x, 0, t) = ((1 − t)x, 0). Nótese que H ∘
(s× id)(x, t) = H(0, 0, t) = ((1− t)0, 0) = s1((1− t)x, 0) = s2 ∘ℎ(x, t), por lo
tanto (H, ℎ) es una homotoṕıa punteada M-fibrada de (idX1 , idX2) a (R, r),
es decir, un retracto de deformación.
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Teorema 4.10. Sea (X1, p1, B1, s1) un espacio punteado M-fibrado y
(A, p1∣A,B0, s1∣B0) un subespacio punteado M-fibrado de (X1, p1, B1, s1).
Si ({0} × X1 ∪ I × A, id × p1, {0} × B1 ∪ I × B0, id × s1) es un re-
tracto punteado M-fibrado de (I × X1, id × p1, I × B1, id × s1), entonces
({0} × X1 ∪ I × A, id × p1, {0} × B1 ∪ I × B0, id × s1) es un retracto de
deformación punteado M-fibrado de (I ×X1, id× p1, I × B1, id× s1).
Definición 4.11. una función punteada M-fibrada (, ) : (A, p0, B0, s0) →
(X1, p1, B1, s1) es una cofibración punteada M-fibrada si (, ) tiene la sigu-
iente propiedad. Sea (, ) : (X1, p1, B1, s1) → (X2, p2, B2, s2) una función
punteada M-fibrada y (G, g) : (I×A, id×p0, I×B0, id×s0)→ (X2, p2, B2, s2)
















// X2 B1 
// B2
son conmutativos. Existe una homotoṕıa punteada M-fibrada (H, ℎ) : (I ×
X1, id× p1, I ×B1, id× s1)→ (X2, p2, B2, s2) tal que
H0 =  , H(id× ) = G , ℎ0 =  , ℎ(id×  = g,
donde las funciones 0 : X1 → I × X1 y 0 : B1 → I × B1 están definidos
por 0(x) = (0, x) y 0(b) = (0, b), para cada x ∈ X1, b ∈ B1.
Para una función punteada M-fibrada (, ) : (A, p0, B0, s0) −→
(X1, p1, B1, s1) se puede construir el push out punteado M-fibrado (M, p,B, s)









por lo mismos métodos de la sección vista anteriormente. Para este caso es
suficiente adicionar que s : B →M está definida por








′)] si b = [(b′)], b′ ∈ B0,
[t, s0(b
′)] si b = [t, b′], t ∕= 0, b′ ∈ B0
[s1(b)] si b ∈ B1 − (B0).
Lema 4.12. La función punteada M-fibrada s es una sección, es decir
(M, p,B, s) es un espacio punteado M-fibrado.
Demostración. La continuidad de s es clara por la definición, por otro lado







[p0(a)] si x = [(a)], a ∈ A
[t, p0(a)] si x = [t, a], t ∕= 0









′))] = [(b′)] si b = [(b′)], b′ ∈ B0,
[t, p0(s0(b
′))] = [t, b′] si b = [t, b′], t ∕= 0, b′ ∈ B0
[p1(s1(b))] = [b] = b si b ∈ B1 − (B0).
En el caso en que el subespacio punteado M-fibrado (A, p0, B0, s0) de
(X1, p1, B1, s1) sea un subespacio punteado M-fibrado, por los métodos uti-
lizados en la sección (2) se puede definir una función punteada M-fibrada
(e, E) : (M, p,B)→ ({0} ×X1 ∪ I × A, id× p1, {0} × B1 ∪ I × B0), id× s1.
Además se cumple que e y E son homeomorfismos.
Teorema 4.13. Una función punteada M-fibrada (, ) : (A, p0, B0, s0) →
(X1, p1, B1, s1) es una cofibración punteada M-fibrada si y solo si existe una
función punteada M-fibrada (L, l) : (I × X1, id × p1, I × B1, id × s1) →
(M, p,B, s) tal que L = idM y l = idB.
Corolario 4.14. Sea ((X1, p1, B1, s1), (A, p0, B0, s0)) un par cerrado cofibra-
do punteado M-fibrado, entonces también lo es
((T ×X1, idT × p1, T ×B1, id× s1), (T × A, idT × p0, T ×B0, id× s0)),
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para T un espacio topológico.
Teorema 4.15. Sean (1, 1) : (A, p0, B0, s0) → (X1, p1, B1, s1) y (2, 2) :
(A, p0, B0, s0) → (X2, p2, B2, s2) funciones punteadas M-fibradas y (, ) :
(X1, p1, B1) → (X2, p2, B2) una función punteada M-fibrada tal que
(1, 1) ≃
M
(P ) (2, 2). Si (1, 1) es una cofibración punteada M-fibrada,
entonces existe una función punteada M-fibrada
( , ) : (X1, p1, B1, s1)→ (X2, p2, B2, s2)
tal que (, ) ≃M(P ) ( , ) y  1 = 2, 1 = 2.
Teorema 4.16. Sea (, ) : (A, p0, B0, s0)→ (X1, p1, B1, s1) una cofibración
punteada M-fibrada y sea (, ) : (X1, p1, B1, s1) → (X1, p1, B1, s1) una fun-
ción punteada M-fibrada sobre (A, p0, B0, s0), tal que (, ) ≃
M
(P ) (idX1 , idB1).
Entonces existe una función punteada M-fibrada (′, ′) : (X1, p1, B1, s1) →
(X1, p1, B1, s1) sobre (A, p0, B0, s0), tal que (
′, ′) ≃M(P ) (idX1 , idB1) sobre
(A, p0, B0, s0).
Teorema 4.17. Sea (1, 1) : (A, p0, B0, s0) → (X1, p1, B1, s1) y (2, 2) :
(A, p0, B0, s0) → (X2, p2, B2, s2) cofibraciones punteadas M-fibradas, sea
(, ) : (X1, p1, B1, s1) → (X2, p2, B2, s2) una función punteada M-fibrada
tal que (1, 1) = (2, 2). Si (, ) es una equivalencia homotópica pun-
teada M-fibrada entonces (, ) es una equivalencia homotópica M-fibrada
sobre (A, p0, B0, s0).
Conclusiones
1. La categoŕıa MAP es una generalización de la categoŕıa TOPB, que
extiende naturalmente los conceptos de homotoṕıa fibrada, fibración
fibrada y cofibración fibrada.
2. En la categoŕıa MAP se cumplen los principales resultados sobre ca-
racterizaciones en las extensiones de los conceptos, homotoṕıa fibrada,
fibración fibrada y cofibración fibrada.
3. La condición de conmutatividad para los diagramas de las funciones
M-fibradas, por ejemplo (, ) donde  : X1 → X2,  : B1 → B2,
hacen que la extensión de los conceptos en la categoŕıa MAP no se
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